计算物理，3卷2期,1986, 217-226 
解不可压缩流体力学问题的降阶法
Ⅱ. 空间vh的基函数和误差估计
于  欣 
（中国科学院力学研究所）
1985年9月6日收到
摘  要

本文对于一大类数值求解二维Navier-Stokes方程边值问题的有限元格式给出了零散度空间Vh的一组简单基函数，讨论了速度数值误差对压力的数值解的影响，并提出一个改进算法。
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在实际数值求解中，有限元问题（1.2）的计算量是非常大的。为了节省机时和内存

我们提出一种降解法。其基本算法如下[4]：
（i） 求
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当（1.4）成立时，（1.3）和（1.2）是等价的。设集合
[image: image46.wmf]h

h

U

W

是空间

的基函数组。如果取


[image: image47.wmf]h

h

h

W

w

h

h

w

q

w

b

U

h

h

)

,

(

{

0

å

Î

=



 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]},

|

h

h

P

q

Î
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用降阶法求解Navier-Stokes方程边值问题（1.1）的计算量和存贮量都比直接解有限元问题 
（1.2）小得多，与Uzawa算法（[1]，附录Ⅱ）比较，降阶法的总体计算量仅相当于Uzawa

迭代算法的一步的计算量。从以上求解步骤可见，降阶法实现的关键是找到空间Vh的一组
简单基函数。下章中我们对于一类一阶精度的有限元格式给出空间Vh的基函数。
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例2.二次协调三角形单元。[1][2][4]
例3.矩形非协调单元[3]
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…………………………………三、误差估计和一个改进算法

                                             (尚未校版)
…………降阶法将速度和压力分别求解。理论上（1.3）和（1.2）是等价的。但是在实际数值计算中得到的数值解并不精确地满足有限元格式。即有一定的数值误差。为了保证计算精度且节省计算量，数值求解时应使得数值误差与有限元格式本身的离散误差为同阶无穷小量。解降阶以后的方程（1.3）（i）de 得到的速度的数值解有一定的误差。而在解（1.3）（ii）求压力时又要用到速度的近似解。因此，速度的数值误差对压力的数值解有一定的影响。
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本章的结论对三维问题也同样正确。

3.1误差估计
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则由（3.2），速度的数值差与他所导致的压力的误差为同阶无穷小量（假设
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3.2一个改进算法极其误差估计
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注2：只有当（3.3）不成立时，才有必要做上面的改进。    
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成立。令C=a+1/B,则

║Ph*-Ph ║2 
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由（3.8）（3.13）得，
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可得……………
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由（1.2）（3.13）得，
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由（3.15）（3.18）得不等式（3.9）成立。再由（3.9）-（3.11）即得（3.12）成立
                                                            [证毕]    

注3：（3.10）称为Babuska-Brezzi条件，也称稳定性条件。通常在构造有限元格式时，总是使得它成立。对于第二章例1—例3给出的格式，在适当条件下（3.10）成立。条件（3.11）是要求解方程（3.7）时，数值解的相对误差为0（Bh(Uh0)）

.设有限元格式（1.2）是m阶精度的。即
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其中（u,P）是Navier-Stokes方程边值问题（1.1）的解。

改进算法（3.6）（3.8）数值求解是要求数值误差满足：
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其中Ph**是（3.8）的数值解。下面我们说明在适当的条件下，当（3.21）-（3.23）成立时，数值解（uh*，Ph**）与真解（u,p）的差为m阶无穷小量。由（3.19）（3.12）得
‖uh*- u‖h≤‖uh*-uh‖h+‖uh- u‖h =0(hm).
由（3.23）（3.22）（3.20）及定理3.2，当Babuska-Brezzi条件（3.10）成立时，

‖Ph**- Ph*‖2≤‖Ph**- Ph*‖2+‖Ph*- Ph‖2+P‖h-P‖2
=0(hm)+O(‖uh- uh*‖h)+ 0(hm)

= 0(hm)

注4：在解（1.3）（ii）求压力Ph时，我们希望
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)≥B＞0(由（3.17）和（3.10）)。因此我们希望这样求解压力：
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使得

    }    （3.24）
但是我们没有空间Vh⊥的一组简单基函数。因此不能直接数值求解（3.24）。改进算法的步骤（3.7）（3.8）是用降阶法解（3.24）对应的Stokes问题（3.13）。

………..可以证明，在适当条件下，‖
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作为速度的近似解结果更佳。

3.3.Bh(Uh0)的估计式
…….上节中给出的改进算法第二步解（3.7）时，要求数值误差满足（3.22）。因此我们需要估计.Bh(Uh0)的大小。显然，理想的结果是（3.3）成立。下面我们针对第二章中给出的格式讨论Bh(Uh0)的估计式。设有限元剖分Th比较规则，使得存在与h无关的常数C1＞＞0,
∑l∈LO(︱l︱δlqh)2≥c‖qh‖,qh∈ph,(3.25)

其中δlqh= qh|K- qh|K2,l=∈LO∩K2∈LO, K1, K2∈Th,|l|表示l的长度。

通常我们有

（Ha）
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.vdl/=±C2|l|,其中v是垂直于l的单位向量，C2是与h无关的常数。

（Hb）Th中任意一个多边形K的边数不超过n0.其中n0是与h无关的常数。

（HC）存在与h无关的常数C3＞0,使得
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定理3.3设（3.25）成立，子空间＞
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其中Wh =Wh1∪Wh2是Uh的基函数，Wh1和Wh2={ wh1︱l∈LO}在第二章中定义。如果（Ha）（Hb）（HC），成立，则我们至少有下列不等式成立：
 Bh(Uh0) ≥ch＞0,
其中c=c1c2/(2c3 
[image: image355.wmf]0

n

)是与h无关的常数。

..对于第二章例1中给出的格式有
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 是K的最大边，|K|表示K的面积。
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