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在本系列文章里．我们提 出一种新的解不可压缩流体力学闷煎的有 限 元 方 击 

一 降阶法。实现这种算法的关键是络出零 鞭庋空间 ’的一粗 简单基 函数 。 末 

速厦时，运动方程试 函救芏间肌为 解函数 空间也取 f／ ．压力= 自 动 消捍 

从 而可先求出速度的近似解。之后再求压力解。 

本文 对于一 大类数 值求解 三 维 连 通 区 域 妇 上 的 Navier--Stokes方 程 

(简记为 N—S方程 )边监问题的一阶有限元格式给出零散度空间 V 的一组简单 

基函数。与二雏问题不同的是，直接给出的 基函数 线性相关。必颤从 中去掉一 

部分 (对应于某 “树”的 )函数 才能使之 成为一组线性无关的基。 

一

、 前 百 

如阿处理连续方程是求解不可压缩 Navler~Stokes方程 的关键。通常的方法是适 当修 

改连续方程 ，使其容易计算。侧直Ⅱ压力修正法。用降阶法求解 N—s 方程 ．首先需给 出零散 

度空间 V 的基函数。遮相当于 解出 连续方程。在 中求速度解 ．并取试函 数 空 间 

也为 ，则方程中压力项自动消掉 求日三力时仍然用运动方 程 试 函 数 空 间 U 蛾 为 

的补空间．当然最好是取正交补空间 。但我们没有空间 的一组简单基函 数 ． 

因此不能取 U -二 。我们给出的空间 和 的基函数和通常的速度 空 阅 的 基 

函数一样 ：支集非常小 因此这种算法是实际可行的， 

本文考虑三维 N—s 方程边鳆问题 ： 
一  “+ V“+Vp一，， ， (1．1a) 

dlvh=0． ． (i．1b) 

，一0． 厂 a妇． (1．1 c) 

其 中 “一 (“ ．“：， s)表示速度向最 ． 表示妪力， 是大于零J佝常数，臼f 。． 

一 ( ： 。曼) a 尘：+盘 +盘 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


l期 于欣 ：解不可压缩流体力 学问题的降阶法 IV．三维 Navior--$tokos方程 10g 

类似于二维问题可以给出空问 的基函数。与之不同的是直接 给 出 的 “基 函 数 

占 { l，为内棱 }线性相 ，其中 代表在 f周同几个单元内绕 f流动 的一 个 不 可 

压流场 在 中适当去掉一些函数 目f】可使之成为，一组线性无关的基函数。我们证明_， 

所有应去掉 的 ” 对应的内棱 f和边界及所有 内顶点一起构成一棵树， 即 无 回 路 的 连 通 

图” 。与二维问题 一样，I司时讨论一类有限元车子式 然后给出一些倒子。 

设 r， 是 力 的多面体剖分．例如四面体剖分或六面体剖分。用 U 和 P 分别 表 示 

速度和雎力的近似空间。解 (1．1)的混合有限元格式为““”： 

求 ‘∈U ，p ∈P ．使得 

(“ ， )+6 ( ， )一<，。 ) ， ∈f， ， (1．2a) 

b (“ ，q )=0， g ∈ ， (1．2b) 

其中 

(“ ，u )蛊 ( “ ， 口 > + 1(< t． “̂
， > 一< ̂ ． ，̂“ )̂ ) 

；  

i 薹 』 妻：碧如 。出 ⋯l̂ ̂ J 

+÷ 罩 未 Jf “ [筹 一筹“ j出 ⋯，1￡E】h E L f f̂ J 

6 (“ ， )=一<p ，divu~>“=一童 j divu hd 。出。 

(， > 主善 t a 
记 为零散麈空间 ， 

一 { l ∈u ，b ( ，q )=0，Vq ∈P } 

降阶法基本算法为： 

(i)求 “‘∈ ～．使得 

A (“ ， )=(，， >～， ∈ ， 

(ii)求 p ∈P ．使得 ‘ 

6 ( ， )=<，． >̂ 一 (“ ，u ) ∈u{ 

其中 为 的子空间，满足 

U ；U @ ，(其中 “@ 表示直和 ) 

定理 2．1．降阶算法 (1．3)等价于原格式 (1．2)([3j定理 2．1) 

定理 2．2．故 ={ ，⋯，w }是 U 的一组基函数 ， 

[，：；{∑6 ( 0 ) lq。∈P } 
。 、

T‘ 】 

则 u U @ ，且 (1．油 )相当于 最 小：一：乘法解 

6 ( ， ) <，， >̂一 (“ ， )， i 1，⋯， 。 

(1．3a) 

(1．3b) 

(j．3c) 

(I．4) 
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10B 计 算 物 理 6卷 

证明：由[0)中定理 2．2即得 U 一u：固【， 。 

下面设 ，⋯， ：是 P 的一组基函数 ， 

P 一 + ···+“ 

则 (1．5)化为 

∑ 6 (甜 ，p；)口．=(，，训 > 一A ( ， )， i=l，⋯，m 
i=1 

其擐小二乘解满足方程 ： 

∑b (w'i，p{) b ( ，p )“ 
f= l ， 1 

； ∑ b ( )((，，删 > 一 (“ ， ))， l， 
f 

稍加整~1{11得 (1．3b)+ (1．4) 

二、零散度空间V 的基 函数 

本章考虑用分块常数函数逼近压力的有限元格式。与文[4)[5]一样 ，同时讨论 一 类 格 

式。这里考虑的有限元格式主要特点是 ：对于每个肉侧面 s 一存在一个仅在此侧面上有流量 

其它侧面上没有流量的函数 

2．1． 求勰 区域的有限元割分 

设 T ~9,mR 的一个可允许的多面体剖分。T 中任意两个相交 的多面体的交 集 为 

它们的一个公共面， 者一个公共棱或一个公共顶 。 

记 

船 U 
． ， ( ) 

S—U S ，其中 S 为 的所有侧面的集合。 
5 ∈ I 

S o={s∈Sls≮a船 >， (所有 内侧面 ) 

三=U ，其 中 为 的所有棱的集台 
￡ r  ̂

Lo一{lEL l≮aD }， (所有[L】棱 ) 

Ⅳ一 U Ⅳx 其中 Ⅳ 为 的所有顶点的集合， 
(， 

N。=Ⅳ＼aD ，(所有内顶点 )。 

2．2． 一类解三维N—S方程边值问题的一阶有限元格式 

取压力的近似空 问为 

P {p I I 常数，i ∈T ：I， dx 0) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com
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速度的近似空问 u 满足 ： 

(HI)U 是有限维线性空阎。 

(H2)U 中任意函数 在每个多面体 ∈71 中是光滑函数 ，满足 

j．( l )。 ds J，( l ) ds ， 
(对任意相邻 单 元 ，， ∈T ； ：= nK ) (2．2a) 

l ·p ，：0 (对任意边界上的侧面 s∈． ＼s。) (2．2b) 

其中 是 s上 的单位法向量。 

(u3)存在 U 的子集台 Wi= (∞ l S∈S。} 使得 ： 

对于任意内侧面 ，s ∈S。， 

f ．pcf ，f≠0，当 1= (2
．3) 

’1 L= O
，

l当 s1 s， 

这里 ”是 s。上的单位法向量。 

(2．2a)式表明 在相邻单元 和 的交界面 s上从 流出的流量等于 流 

入 的流量。 

在 “2．4 中将给出一些满足(H1)一(H3)的具体格式。 

2．5．空间 V 的基函致 

由上述条件 (H2)和奥——高公式可以证明： 

(口 EU diV” d ，VKET^} 

由(H3)， i是线性无关的。因此可将 扩展成 U 的基 函数．即有 U 的子集合 

{ 使得 {与 ：一起，构成U 的一组基函数。 

夸 

= f {一互 1 EWI，k f E 

： 』 {- ds，／f。 - - s，， (2．4) 
由 (2．0)，W 中的面数在任意内侧面上流量为零，从而是零散度的函数 。于 是 我 们 有 

W 2cV ． 

记 

U =Span(W ) i=l，2， 
=  

h

． 

～

． = i，2
．  

引理 2．1． U 是 U 旧一组基 函数 

引理 2．2． 是 =u}的一蛆基 函数。 

引理 2．5．U =U 0Ui，其中 “0”表示直接和． 
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lO8 计 算 物 理 6卷 

f理 2．4． 一 ‘i@ ． i==U 。 

引烈 2．4的诅．驯与文：4]ri叫l理 2．2榭J j。 

我们已经得到了 F 的基函数 。下面给 的基函数。设 上。，所有包 含 内 

棱 f的侧面为 s1， ，⋯，S ∈S。 菠 是 上的单位法向 量， 一二1，2，⋯，m：1_ ， 

，

⋯  韵力肉以 f向轴指向相同 (侧如按右手法则 )，即满足 ： 

．，s，是菜多碡 奉 ∈T 的 个侧面时 ，’- ， 一个指向 的内部 ， -f、指 

向 的外部 

令 ． 

h — 

t ( )一 ∑  ̈( )／l 珊 ds，，Vt∈『J。 (2．5) 
1 Ii 

B ={ I 上。}， 

其中 ￡。为内棱的集台， ∈ ，参见 (2．3)。 

通常 是线性捐关的。因此有必要去掉一些函数，使之成为线性无关的。这 是 与 

维问题不同的地方。 

定理 2．1．当求解区域单连通时． 是 } 的基函数 ，从 而 i UB 是 V 一 0 

I 的基函数 ，其中 }{／{出(!．4)定义， 

： = {u lf∈上。， ∈L }， (2．6) 

工‘满足以下两个条件 ： 

(Hi) =(U．f)lIN a 是连遁的。 
‘∈ L 

(HH)T 无回路；即不存在 上 中和边界 0臼 上 (但不全在 dD 上 )且首昆 市阡连的 

l ，f ，lt。⋯。f CL—U(￡＼L )。 ， 

定理 2．1 的证明在 “2．5 中 

注 1． 条件 (H．)(Hii)袁明．如果把 d臼 看作一个 “顶点 (0 不连 通 时 ， 

看作一些顶点 )则 T是以这 (些 )“顶点 和所有内顶点 Ⅳ。作为节点， 以 一作 为 枝 

的一棵树。树是图论中的概念．定义为无同路的连通图 参见文献[6]。 ：相 当于 对 求 解 

区域 臼 ＼T l 00 直接给出的基函数。而 ＼ J a口 与二维区域结构相似。团此与二 

维问题同样可得 B：是 【，i的基函数。 

我们 可以选样由外向内一层一层地构造 一： 

(C1)记 N o为外边界 』 上舶顶点构集 

N o=={n∈ⅣI“在外边界 厂一 L}。 

(或取 Ⅳ。为 上式 端的 一个一 空子集台 ) 

(G2)N ={。∈N。＼ (N o【．一!Ⅳ )I存在以 。为一个端点．另一个端 点 属 于 

Ⅳ， 的内棱 ,ra}。 ，一1，2，3，⋯ 

(c3)对 Ⅳ 中的点 口．任取以 。为 一十端点 且另一个端点属于 Ⅳ， 的内棱 7。。 

所有 『．构成 ： ’ 

L ={f 』Ⅱ∈Ⅳ }．(对每个 n，只取一个 )． —l，?，3．⋯ 

N 或 ￡j为空集时转向下步 
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L期 于欣 ：解不可压缩流体力学问题的降阶法 IV．三维 Navier--Stokes万程 109 

(C4)当 d 连通叫，取 ￡ 为 ： 
。

一  工 。 
1 【 

当 aD 不连缱叫 d ． j目厨 不栩寞的闱站丽 厂 ．』 ，⋯．厂 拇成 ，其 日 』’ 芷 外 

边界，厂 ，⋯． 盟内边 。f ·  ̂ ．土 另 ·-i,r端 在区域 ¨ 薄 的 棱 

f i一”，⋯ ，”{墩 ／_～ 功： 

L -= { ⋯ ，7 }． 
J 1 

当术解 区域 是复缝城叫，例如四』I 部区域 存在 妇 中蚰 封闭曲终 c 不能 ：碰 

边界地连续救绮为区域内柏 ’。 1 面誓唐 l=t k 连通的情形。首先 给 地 连 遁 定 

义 ． 

定义 2．1． 是 连通的”定义为：0 中存在 —l条闭曲线 c ，⋯ t，满足 

下列条什： 

(L)c．(1< ≤ ～1)不能不碰边界 地 连续 收 缩 为 中 的 一 点 -．j ct U⋯l C 一 

J。 + lu⋯ 0c ．．的子集合。 

(2)o 中任一封闭曲线 c可以不碰边界地连 续 收缩 为 口 中盼一 点 或 c Uc U‘” 

U c 一 的子集{} 

注 2． 收缩过程 中闭曲鲅可能有所扩张 ，也可能分裂成两个或多个闭曲线。 

设 妇(或 ： ＼d )是 连通的 ，⋯，C ～ 是 中满 足定义 2．1中条 

件 (】)(2)的闭曲线。 ￡妨假设 ，(1：： ≤ --1)与任意多面体 ∈ 或者不 柑 交， 

或者与 aK 在 K 的商个刚面相交，与所有内棱不相交 c 依次与下列单 元 相 交 ： ， 

，

⋯

， ， 则 

，n ． l∈ 。， i 1，2，⋯ ， 一 1， 

n ∈ 。(j 侧 i)， 
记 

=  nK ，+1， 1，2，⋯ ， 一 i， 

I-K K 。 

设 (1≤ ≤m)为 上韵单位法向量，p’指向 ，的外部。记 

m ， 

，( )一∑” tt，( )／j ．， ds， 
i· l 0 

B ={ l 一1，2，-。。 z}， 

在实际计算中 廊取 C：(： ≤”z)尽量短。 

可H证叫 u }足 的基函数 ，进 步有： 

定理 2．2． i uB ， 是 f 的基函数 其中 由(2．4)定义 

别由(2，6)，(2．8)定义，(2．6)中的 满足定 理 2．1中 的条 件 (Hi) 

(此定理的证明在 2．5 ) 

2．4， 一些满足 (H1)一 (H5)的有限元格式 

例 1． 线性非协调四面体单元([L]APx5) 

求解区域 臼=臼2 (0，L)×(0，1)×(O，1)． 

(2．7) 

(2．8) 

和 ，{}劈 

(Hii)。 
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110 、 }l 算 物 理 6器 

将 剖分廊比较规删的 6 个心而体单 。这些单元构成集合 7 。所有 网面体 的顶点为 

Ⅳ一 (0 ) )。 

所有内顶点为 

Ⅳ ={( ， ， t ~n--1)。 

按前述方法可以构造出 L一如一F： 

(c )Ⅳ。= ( 。) 一 

(cz)Ⅳ ={(音， 一，詈) ≤ ≤ )，m 。，⋯， 一t 
(c3) ￡ = {j 1]-<-i， ≤I]一1}，m；l，2，⋯． 一1， 

其中 

= 一 (÷， J，z)． ≤ 詈)． 

(c4) L一= U 

= {17 11≤ ， ．m≤ --1}。 

压力的近似空间 ： 

P ={p l在每个四面体上 取常值，J。 dx o，。 

u =z ×Z ×Z ． 

z·；{ ·l： 在每个 四面体上是线性函数．在所有内侧面 的重心连续，在边界 上 的 侧 

面 的重心等于零 }。 

琅 

W ={ ， ．1 一1，2 s为内侧面 }， 

w = { l s为内侧面 }， 

其中 w．：i= ． 一1， 

叫  = 2 ． 

是 s上的单位法向量， 和 ：是平行于 s且互相垂直的单位 向 量，： ∈Z ，满 足 ： 

对于任意内侧商 s ， 
‘ 

，1，当 s1；s， 
在 的重心 ={ 

0，当 s1ff-s。 

侧 2． 三次协调四面体单元 (参见：【：第 1章 §4．3) 

倒 j，菲协调平行六面体元” (参见[8)第li部分的注释) 
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t期 于欣 ：解不可压缩流体力学问题的降阶法 【V．三维 Navier--Stokes方程 l 

2．5． 定 理的证 明 

引理 2．5 B ==_ ， (2．9) 

其中 

B ={”!lc是 n 中的闭曲线，至少与一些内侧面相交，且与任意多面体 ∈ 或 

者不相交，或者与 a 在 的两个侧面分别有一个交 |I，与 任 意内棱 ：相 

交 }， 

p 的定义与(2．7)(2．8)中 ： 的定义相同： 

( )= 壹 )／I． (2．1 0) 

其中 s。= ， + (1≤ ≤m—1)， 一 n t， t 。，⋯ ， 为依次与 C棚交 

的多面体， 为 ．上的单位法向量，r 指向 的外部。 

证明：任取 B：中的 记 ，， ， 同上。要证对于任意 ∈71 ， 

● 

I div !̈d =o (2．I1) 
J 

只要证明 ． 、 

f ．帆 d 一ol ， ⋯·m 
lO)及奥——高公式可得 

f ．div d =f i” ’ ’’ s～f 一 ”： ‘ J ( 兰 ) 
= L— l 

； 0。 

因此(2．L1)成立 即 ” ∈J『 ，于是 (2．9)成立。 

馕E 2．6． V ~Span(B：)。 

其中 B 的定义同上 

／ 证 毕 

(2．12) 

证明 我们对单元个数 m 归纳地证明。当 m = T时 ，p = < ，口 =空集。田此 

(2．1 2)成立 假设 m == 一l时结论正确， ≥2。下面证明 m =M 时(!．L 2)仍然 

成 立 ． 

设 口 是 中的任意一个函数。要证 能被 线性表出。设 ∈71 ，使得臼 ＼ 

仍然是连通的。 的所有内侧面为 s ，一一，s 。；s ，⋯， 。；⋯： ．⋯． 其 

中 i和 s；(L≤ ≤m，2≤，≤ )在下面的意义下是 “连通 的 存在 O 中不通过 

的曲线连结 和 s 而 和 s (i ，)在上述意义下 是 不 “连 通 的， ．≥1(t 

i-<m)。设 ；， i，⋯， ．((T ＼ { })是所有在上面的意义下与 s；“连 通 ” 

的多面体，i—L，2，⋯。m。汜 
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g 一K i LJ⋯ Iĵ  j ． 

则 

妇 一K  ．D ⋯ ’ ． 

由 ∈ 得 

因此 

m  一  

6 卷 

l ds=O。 
{。一 

其中 是 0妇 上的单位外法向量。由上式租(2．2b)，以及 s ⋯ 
．

一 0 ＼t· ． 

可得 

{ r 

∑! ． 出 (7．”) 

设 c 是 D ＼K 巾连结 s 和 s 的曲线 此曲线通过 K 的内部可连成一个封闭曲 线， 

仍记作 c； 无妨设 c；与任意多面体或者不相交 ，或者与其边界在两个侧面相交 ，与 州 棱 

不相交。与引理 2．5 中灼 同群地定义 ：(2≤ ≤n．) 记 为 a 
一卜的单 外 法 

向量 。刑 ‘ 

j ； ：；。 ≠。· 

固此，适当选取 ：可使 

j ( 一 ) 如一。． r ．1 4) 

下 面证 聪 

f ( ̂一壹 ，’ 一。， ( 一 ”．m：A= ” ) t 7．㈠ 
求和 (7．14)， 

∑J ．( 一。 ) D． 

(2．1 3)与上式相藏， 

刊  ． 

． 

由定义可得 

j ~vds=--j， 
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期 于欣 ：解不可压缩流体力学问题 的降阶法 IV．三维 Navier--Stokes方程 ll 3 

由以上两式即得 

j ( ∑。 ，i) s～． 

于是 南一 时 ( ， s)成立。当 局≠L时． 由 ! 的定义及 (2．0)．(2． 4)， 

主咖 s 山 。． 
于是 (2， 6)恒成立 进一步可得 

” )．2,ds~O， 一 

其 中 

_ 

一 ∑ ：． 
r = 互  

(7．1 6)式表明在 一" 写成 {∞ ，⋯  的线性组台中没有 { }⋯ 的项。即 

口 一 ∈Span(W,~＼ { 1i：=l，2，⋯， =L，2，⋯， i}) 

= Span{ 1 s∈S。，s牢 }， (2． 7) 

由归纳法假设，当 —时 一 时结论正确。即 " 一"!能被 

(B ) + ；{" ∈B {。是 ＼ 中的闭曲线 }线 性 表 出 (由 (2．L 7))。从 而 

” 一 !能被 B 线性表出 而 ∈B 。因此 能被 雕 线性表示。由数学归纳法 原 理 

结论得证。 (证毕 ) 

引理 2．7． =Span(B~． B ) 

其中 雕 ， 由(2．6)和 (2．8)定 义 ，(!．6) 中 的 L一满 足 定 理 2．】中 的条 伟 

(Hi)(Hit)。 

证明 ：任取 B 中的 t， ． 取 绕 f的 小 圆 周 曲 线 c，刚 " = 。 ∈B ， 敞 B：c 

B 。而 Br~-B x。。所以有 B LJB 口 。再由引理 2．5 即得 B 0B} 。 

下嘶证明 f ：span(B uB}) 由引理 2．6，只要汪明 

Bi Span( ：uB ) (2．I 8) 

首先考虑求解区域单连通的情形 

任取 ” ∈B ，记 = U ，，臼2单连遥，T：r L a臼 无回路 (即 条 件 (H五))。 
l∈ 

因此 0 ＼r 单连通。于是 u 对应的闭曲线 c可以不碰边界和 r 地连续 幢缩 为 ＼ 

r 中的一点。用 表示 c在这个收缩过程中所划出的曲面 设所有与 相交 的 内棱 为 

， f ，⋯，f 。无妨候设 u 与 f，(L≤ ≤m)只相交一次 i 的两端点不崔 曲面 u 的网 
一 侧 (对于更复杂的情况．可做适当简化 )。选保证 了 a代表蓿一个 “多面体曲 丽” 下 

面用归纳法证明 ：适当选取正负号 ±”，呵 使得 

一 ±" ±" ===⋯± ． (2，】9) 
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1l4 汁 算 物 理 6 释 

当 仇一1时．c仅绕一个内棱 f 。根据定义可得 " 一  ，! 。故 匕式成立=假 世 一M一 

】时 (2．1 9)成立，Ⅳ≥2。我们来证明、 m-二M 时 (2．L 9)仍然成 。设 ，．为使得曲而 

去掉与包含f 的多面体相交的部分 (即。＼ J J )连通且c 1( J )非空的内棱 记J 
㈧  ⋯  

=  ＼ U =用 表示比 口 略_大--j,el,的曲面： 
⋯

。 

{ ∈口1 与 a，的距离不大于 }，s为充分小的正数。 

和 =口＼d 的边界分别记为 C 和 C。。由归纳法假设，适 Yl选取正负 ±”，可 

以使得 - 

：，一 ± 
，
=⋯ ±”：

． 

：j=u 
⋯  

⋯ ± ! ， C“．20) 

： =± ．． (!．。J) 

由于 口 和 ： 在 C1和 c 的公共部分抵消，而 c 和 c。的非公共部分井~-7,J c ·啦 

下式 成-立 ， 

u l+ u 2 

- = 士 ： 土u ：⋯= 。 (由 (2．2o)， (2 21)) 

根据数学归纳法原理，(2．1 9)恒成立。即 ” ∈Span(B )。 

下面考虑求锵区域多连通的情形 。 

设 臼! 连通 c ，⋯，c ． 是 D：中满足定义 2．1中条件 (1)(2)的封闭曲线。 

无妨假设 F (1≤ ≤ 一1)与任意多面体或者不相交，或者与其边界在两个侧面相 交 ， 与 

任意内棱不相交，(即 C 代表着一个 “多面体环 )。任取 ∈B 2 与前面类似地 记 

为 c在收缩到 口 ＼r 中一点或 c J⋯’ c 的子集时所划 出 的 曲 面 。 当 c自臣|够 在 

D：＼r 中收缩为一点时，结论可以与前面完垒相 同地得到证明。当 c收缩到c】1⋯ C 

的子集时，无妨假设 c收缩到 c I ⋯ ’c ，且 C，C ，⋯C 相对于曲面 的 方 向 为 正 

的。因此，当 c收缩到 C ，⋯，c 时，c与 C (1≤i≤， )方向相反。所谓 。的方向， 

是指” 的流向(参见 t 或 ‘的定义 )。记 

c0 c j Cl J J⋯ Jc 

t， 。 r + +⋯+” 。 (。． ?) 

与前耐求解区域单连通均情形类似地可“证明： 

∈Span(B：) 

因此 

’! ：
0
一 " 

l
一 ’一 t 

(--Span(B LB )． 

于是 ~Span(曰 。j )。结论得证． (证毕 ) 

值得注意的是在上述征明里 c在收缩过程中可能多次收缩到某个 c E 这 州 在 

(2．21)q 。前语当乘个系数。结论可同样得到． 
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引理 2．8． B 线性无关。 

证明：任取 日 中婚函数 。要证： 不能被 日 中．的其它函数线性表出 1日T= 

( II f)UN。Ua臼 连通 (即条件 (Hi))可得 r厂 Jf-有回路。即存在 三一中和边界 上 

首尾相连的 f：．⋯，f ，使得 t，f ，⋯，f 构成回躇。于是 c一 t Uf U⋯ U 为一 闭 

曲线。让 c在 r s中收缩，收缩到一点或边界 0妇 上 收缩过程 中划出伪 曲面记 作 
t ， 

上曲法向量记作 ．则 

l ： ds=±1， i=L，2，⋯．m， 

对其它 f一(即 f∈三。＼ {f ，f；，⋯，， })： 

J。"：‘ ds=O· 

因此 u ，不能被 {u ifQL。＼ {f ，f：，⋯， )}线性表出。注意到 (三。＼L’)＼ {j } 

cL。＼ “ ，i。，⋯，j }，可得 " 不 能 被 { ：l}∈ (L。＼L一)＼ “ } }一B ＼ 

{” ．}线性表示。结论得证。 (证毕 ) 

引理 2．9． B U 线性无关。 

证明：用反证法。假设存在不全为零的常数 d．(f∈三。＼L一)和 。( 一 ⋯， 一̂】)， 

使得 

∑ +∑ 
．
一0， (2．2 3) 

． c  
L 0＼￡一 I。1 

其中 C ，⋯，c 一 的定义同前 由引理 !．8，d，．⋯， —t不全为零。无 妨 设 -≠o 
⋯

， “ ≠0， 1=⋯ = 卜1=O。设 

l 一 K ． 
i r 。 

其中 

= {K∈T IK 有一个棱 f∈三。＼三 ．使得 ．≠0 或 。 u c )非空} 

则 c ⋯，c 在 的内部。最简单的情况是 dt l，研。一 ·=口t =0，妇 构成 一个 

多面体曲面 ，c 可以在 _c2 内部 ：碰 d 地连续收缩为 的g,j部的一点 对一般 

的情况，C U⋯ U c 町以同样地连续收缩为 D 的内部的一点或多点 这与定义 2．L中的 

条件 (1)矛盾。结论得证。 (证毕 ) 

定理 2．2的证明 ：由引理 2．了和引理 ．9． ； U日 是 V 的基函数。从而 ；J 

B U }是 V 一【厂i0 i的一组基函数。 (证毕 ) 

定理 2．1的证明：由定理 ．2可直接得到定理 2．1的结论。 证毕 ) 

作者感谢 导蜩j卞荫贵先生的指导和帮助 
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A DIMEN$1ONAL RED UCT10N：METH0D FOR 

l rNC0MPRESSIBLlE FLUID DY AMICS 
t 

1V．THREE DIMENSIONAL NAVIER-STOKES 

EQUATIONS 

Yu Xin 

(h,~titute of Mechanics chinese Academy e1．Sciences，Beijing) 

Abstract 

This paper is the 4th in a series of papsrs in w h{eh we propose a new finite 

element method for incompressible fluid dynamics— a dlmensional reduction 

method．The divergenCe free space V is used as both the velocity solution 

space and the test function space in the momentum equation．Thus the pressure 

term disappear，the velocity vector can be solved(before the pressure)． 

This paper presents 8 sit,pie basis of V for a kind of first order finite 

element schemes solving thres dimensional Navier-- Stokes equations．It differs 

from the two dimensional problem on that the directly given basis B is linea— 

rly dep{}ndent．Therefore we must remove some functions from B so that it 

becomes linearly independent．All the removed functions form a tree in a 

SOnse 

Ⅲ∽ ㈨∽㈣ ∽ ∽ 
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