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摘 要 

本文分析了一种非定常振荡的不稳定性问题．其特点是．应用偏微分方程特征理论以及 o s 

方程特征值的展开．求解扰动波的柜函数而不是预先鲒定抗动被 波动 形 式．本文 研 究 平面 

Poi seuille流与其垂向振荡流的组台流动系统．对于连续振菏豫导致的被包演化，该系统存 在不 

稳定性． 

美奠i曰 Charpsit方法 相函数 Pfaffi aD方程 

一

、 引 言 

j}走葶 荡f 稳走『兰 

瞒 
本文研究在上平板有一运动截面的二维槽道流动，该截面在磁力作用下做周期性上下振 

动．这样的流动被广泛应用于医学工程 中的人工供氧系统 ．遗种通道流由两部分组成 一是 

由压力梯度驱动的平面Poiseuille流而另一部分则 类似流经二维压力轴承的振荡流动． 

这种通道漉跟描述两平叛间距的函数hf ，7 )有关．如果用 H ) 丧示运动截面的振荡 

刚 (̂ ．丁)可以视为H c )在垒区域的一种延拓 ．̂ ( ． 、与运动截面之比摄一小餐0『lo。‘、， 

基于这一事实，本文采用窄缝近似． 

关于流动稳定性的大多数研究只是涉及平{ 剪切流，采用的方法是先给定扰动波的波动 

形式，如exp[ ax一( ]，然后确定特征值Ⅱ及c，本文研究的流动是时 和两个空问坐标的 

函数，因此，上述方法是不适用的，需要一种 的稳定性分析方法． 

困为通道流依赖于变量 及 ，那么，稳定性方程的系数必定是7， 及 的函数。显 

然，这组方程不存在 ， 及 的指数型解．为此，假定扰动波具有以下形式． 
r  1 

【 ． )expl @( ，7、)f[ 。( ，7。)+ 1( ，丁)+⋯] f1．1) L u J 
- 

此处 及 分别为平行与垂直平板的无量纲坐标，，为无量纲时 ． 

在第二节中，我们从N一8方程出发，采用窄缝近似得出通道流的基本特征．然后，在第 

三节，采用Charpsi~方法，导出扰动波的相函数0f ，|f)所满足的微分方程．从而，该流动 

的稳定性问题归结为寻求偏微分方程解的问题．同时，应用Forsyth理论讨论了方程的适定 

性并给出了它的通解．最后，本文求出连续振动源gf起的扰动波的初值问题的解并讨论了该 

系统的不稳定性． 

1993年6月20日收到初稿． 

1 中国科学硫力学所，北京 100080． 
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272 王 发 民 赵 烈 于 歇 

2
．1 撞翩方程 

二、通 道 流 基 本 特 征 

我们考虑不可压缩流体通过图l所示系统，设运动截面的长度 为 26，两平板M 问隙为 

2a，取下平板上正对运动截面中点处为坐标原点， 轴平行于壁面而与壁面垂直的方向 为 主， 

轴．相盘的速度分量为Ⅱ和 压力为 ，用t表示时间， 表示流函数，则 流动 的控制方 

程为： 

鲁+鲁軎一誓軎 -r 一 一 V 、 
式中 一 (2．2) 

表示流体的运动粘性系数． 

我们选 釉6为无量纲化速度和长度的特 

征量，并且定义下列无纲量变量： 

= 半，一 =T百， =罟 
= 吾，|一言=吾， 一 

卜．——1 —— 

田1 ^工供簟幕统示意田 

1 
和 5 _。 

月：—bU
—

o
．

曰 ： 一6曰 (2．4) 

月是雷诺数，R 是流体惯性的一个度量，在润滑理论中称为修正雷诺数， 及月m皆为小量· 

将(2．3)定义的无量纲变量代入流体运动方程(2．1)，我们得下面含有两个小参数d及 · 

的方程t 

(斋 争啬) +击 击音 V · ) 

式中 斋+古斋， 6h (2．6~2 7) 
其对虚的边界条件是t ． 

_ 0，罟=o (当 ) ·砷 

_o， = ， (当I1 而 =o’ ) =一 一一 一 

且 ( ， ，T， ， ，足 ) 

(2．9) 

(2．1 0) 

2
． 2 基本流动 

由 E面的分析可以看出，流函数 不仅是变量 ， ． 和71的函数，而且与参数 和月 有 

关．这 示我们寻找下面形式的逼近解，将流函数 展开成d及月m的幂级数找出(。· 武的 

新 ： 品 l+_．． ⋯ B B00+ 6 8 +R B L+ ⋯ ‘‘̈  

此处 口 ，是 ， ， 及71的函数． 
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～ 种非定常振荡流的稳定性分析 273 

将展开式(2．11j代入方程 【2．5j，并且归并d和只m的同幂次项，可以得到一组序列方程r 

其首次逼近式为： 

(斋+}音 苦一音告 音) 。 『2_ ) 
忽略对流项得 

( 善+击鲁) (2l s) 
而 ％ 需满足边界条件(2 81及-2 )．设通过该系统的流动由两部分构成，一个是流体通 

过压力轴承的运动，它的作用象弹簧加滴漏壶一样 ，另一个是平面Poiseume流．我们令 

~／B Q O=XV。(叩， )+ 3只日(叩 一 1才s) (2．14) 
式 中 表示平面Poisesille~雷诺数．将(2．14)代入方程 (2．1 3)，我们求得来知函数 

一 丢(矿_i1矿h 。『2_rs) 
层流运动的速度分量为： 

u。=一{( T̂—RJ)F( ) (2。1 6) 

P一 一粤 矿一 1矿 T f2．1 T) 
式中 ( )：27一矿．如果令 一l+ ，则扩可融变成平面Poiseui]le速度 )一1一 ． 

流场的压 力分布则由下面的方程求得 

等～鲁u J2_18) 
式中 P表示流体密度， 和 是有量纲的坐标变量．方程(2．18)在润滑理论中 称为雷诺方 

程 ．将u日代入 f2。t 8)积分得 

= 一  ( X+p ) f 2_ 。 
是由 在x=±1处的连续性决定的常数．同时 上推导还说明雷诺方程(2。1 8 ~Navier— 

Stokes方程的首次逼近．我们设振荡截面的运动速度是下列函数对了1的导数 ． 

h(X，T)=1+K(X1 (T) ． (2 20、 

由于运动截面的运动垂直于槽道的壁面，函数 f )必须满足关系式 

，0(constant) f当 I }<1 1 
( )={ f2。21， 

0 ( I I>1) 

及 -。，
～
lira d K ml dK 等 =。 ，2_。z、 

K(x)在x=±1处间断，然而它的导数在整个区域连续．同时，假定运动截面在初始时刻， 

与上平面在同一位置，即H(0)=0． 

3 1 扰 动波 方程 

三、流 动 稳 定 性 分 析 

= + 

式中 是层流通道流的流函数， 是小扰动的扰动漩． 
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王 发 民 赵 烈 于 欣 

将(3．1)代入方程(2．5j，得 所 满足的方程 

(鲁 苦)v +告喜 )f—Xh，仙) 去v ， 

+去[t口， ̂ +Xh +。(6 )]嘉 一鲁[一 (矿一}矿)̂ 
一 号宰(2 一矿](一Xh + )]苦v ，一音d去v 
·[i3 1口 (一Xh + )+。(d )]= 一 v (3．2) 

设 为一具有相函数0( ， )，沿 轴方向传播，随时间 增长 (或衰减)的 非 线 性波 

系，而且依据“窄缝逼近理论 ，设它与运动截面到下平面的距离是可 比的．这样，我们在下 

面分折中，将寻找如下形式的解． 

A(X， )oxp[~O(X， )][ 。( ? )+d ( 7’)+⋯] (3．3) 
式中 A(X，T)是相关振幅， 沩 依赖变量 和 的振幅函数． 

将(3．3)代入(3．2)得到含参数O及 的̂导数的常微分方程序列，其首次逼近式为： 

(去荠 )蚶鲁 )(一Xh 仙)。x(击器 ) 。 
一  (一Xh~+R )。 = 1 屁1斋一。 ) 。 f3．4) 

即 [17( 2 ](毒 。 )C D- 。 
一 [孚Rh(．=Xhr+ 。 (斋 。 ) 中。 5) 

如果令； 兰瓷 r ( ．6-) 
 ̂O 一a。 (3．ob) 

／-Rh(一 f̂+ j)0x=aR (3．6c) 

到方程(3．5)与平面Poi8euil1e流Orr-Spmmerfeld~ 同．其边界条件为， 

o(0)= }(0)= 。(1)= 5(1)=0 (3．7 

瞳l晴常微分方程(3．5)和边界条件(3．7)构成一特征关系式 

F 。 一÷肼(一Xhf+ )ox，一i2(一 ̂e +,h B)。 J1=。 (3．8) 
而且函数F与Orr—Sommei'feld@征关系式 

F(a ，aR，c)一O (3．9) 

是同一的．对于未知函数 O(X，7‘)和 h【 ， 而言，方程(3．8)是一个一阶非线性偏微分方 

程．。。下面我们将讨论它的解． 

3
． 2 Charpsit方程及懈的适定，眭 r 

现在我们讨论用Charps 方法求解包含一束知函数F的方程 r3．8)的数学 问题．为此专 

8．= ef一口，则(3．5)可以写成下面的一般形式；’ ’ 
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一 种非定常振荡流的稳定性分析 2 

F[̂ ，号 ̂(一Xh +月) ，号一 iq h ]=。 (3．1。) 
其特征方程(Charpsit’E．Q．)是 ． 

dx 

帅F 告2 品≥ 
d dO 

呈 蕊  h3 = PF (  ̂
一

月口) 。 2h P F + (一Xh，+月口)pF。 

一面而 (3．11) 积7 丽  _I ’̈ 
式中 F ，F 和F。分别表示F对特征参数＆ ，＆月和珀q导数，且分母中的函数C( ，T，h，P，口) 

和D( ，? ，h，P，q)分别为： 

c(x， ，h，P，口)=2hh P Fl+ [̂(一Xhxr-h )一Xhzh +曰口hz]pF： 

+等[ 一 警 ]F s cs- 

D(X，T，h，P，口J 2hh P F +要 月(磷 +̂，Rn—Xhh~F)Ft 

， +告[ 一 】F̂ 
经线性 组合 。得 (3．11)的等价方程 ； 

一 ～ 一  一 一 一  

2hZpFi+号月̂(一 h +RB)F：一 一  ̂—qh脚， F 一 姒 
—  

， 。 

dT dO 

{2— h ；； ； c— ，+曰 ， F： 
f 

= 垡 二 垡苎=皇垡! 
0 

( 兰鼍 ±兰 二 ： 
o ， 

(3．14a．) 

函数F定义为 

E(X )=告(̂，一x~-+xi, z) (3．14b) 
除后面两个线性组合以外，不可能有分母为零 的情况，因为不可能有第三个对应于分母为零 

的线性组合． 

为了求得全微分形式，我们引入两个积分因子G和Q，它们分别对应于分母为零的两个 

线性组合，使得方程 

[一i+ 等)幽+鲁Xdp—E(X )(d。+ )]Q+(拍一州 口dr) n 
． (3．15) 

为全微分．此处G和Q依赖=pX，T．@，P，口及h． 
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278 王 发 民 赵 烈 于 欣 

为了简便起见，将( ．5)写成标准形式 

5 

∑ ld拍=0 (3．16) 

式中 和 分别表示 

l q， z=X ， 。=P， e， T 【3
． 1 7a,) 

及 X L=一(1+ )。， ：一一 G， 。=她鲁0， 
X4=G—D(她，拖)，X =--XI[G+D(施， )0] (3

．
1 7b) 

依照Forsyth sN论，(3，1 6)可解的充分必要条件是 

a ， X，+d +0 X =o (3
． 1 8) 

对于 (m，”，r)在序列{1，2，3，4，5}中取任意三个的组台都成立．这共 有十个这样的组台．但其 

中只有六个是线性独立的 ．式中系数0 J则由下式定义： 

= 卷一嫠 1 
，=  

OX．
一 甏 } n ) 

d ， d l 
一 一 J 

由条件 (3 l8)可以推出下列结果； 

A
． Q(c一 )；。 (3．2oa) 

由于希望d0一pdX—qdT是全微分，其积分因子0≠0，则有 

旦 —． (2．2ob) 
0 一 

B
． O [ C h+罟(___G+ )一-- ．(3 21a) 

积分得运动截面与麻部平板的距离函数H(T)所满足的微分方程： 

雨  (3．21b) — 干 耳．『 ¨- 

根据运动截面的运动特点，取K 1，H (0)=1，积分两次得 

H(T)=(1-eT)。一l (3．2lc) 

且 h(X，T)=(1-eT) (3．2ld) 

式中 a和￡为两个参数．当 jX』>1，￡=o时h(X，T)=1，描述运动截面以外的情况．当 

l j<l运动截面向上运动时，8<o，hT)0，运动截面与下平板间的间隙增加．当运动截面 

向下运动时，取 >0，则  ̂<0(见图2)． 

C
． 将 (3．2ob)和(3．2ld)代入方程 (3．1 2)积分得一生微分形式的附加方程 

(2a一1)0+(1一a) P一÷(1-eT)=kt (3．22) 

将 (3．2ld)代入特征关系式 (3．1 0)所得方程与(3．22)一起构成对于未知 函数 和 q的方程组． 

由此出发，求解相 函数~Pffafian方程 

’ dO—pdX-qdT=o (3
． 23) 
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一 种非定常振荡流的稳稳性分析 27 

3
．
3 Pffafian方程的通解 

让我们从求解 和q的方程组着手， 

(2a—j)8+(d一1)Xp 

F[a2,a 詈]一。 

求方程(3．23)的通解 

+(÷一 )a 

■ 

(3．24a) 

(3．24b) 

一  
扣)运动截面向上蠕 动 f bj运动蘸面向 r撮 

圈2 通过供氧系统的基本澶蛹 

此时(3．24)成为 

I@一 一丁) 

( 【，(1-~T) 专 ( + )(1-eT) ，一 2( (1-+e T)q J1=。 
由(3．24b)解出 用 表示FS3j~ 数，我们有。 

d=G(R．0) 

对于(3．25b)~ 

，(1--~T)p=G[告月( 讯)，一了2丽(1-eT)Zq] 

r3
．25a) 

(3．25b) 

(3．26a) 

(3．26b) 

由方程【3．25o,)和(3．26b)联立求解．得： 

=  1 
：音  c ，一詈 ]7 川 

代入Pffafian方程 (3．1 0)，我们得到一全微分方程 

号月 十月 ，，一了2 e—(1 - eT干) (O -kt)] =(I—sT)dO+s(8一而】)dT 

引入变量替换 

U=(O-k1)(1一eT) 

l，=軎月 X+RX+R日)I 一一 l， 专月 )， 一一 
它们有下面的全微分 

dY= sdX， dV=一丁eRdU 十．丁eRUdY 

(3．29b，c) 

(3．29d，e) 

船 姐 
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2 8 王 发 民 赵 烈 于 欣 

由 (3．29)我们可以推 出下 面的方程 

= 一  一 专 (3．。。) 
将 (3．29)和(3．30)千 入方程 (3 28)，我们得下面的非线性常微分方程 

+ 2

3 

I G ．
、

Y + V
=。 【3 31) 

现在让藐们 一 平面上的点(Ro．。。J的邻域，将函数崖_扦成 1 ～ )稻 (。--(9 )的级数 

形式 
‘

a=G(R ∞j= +bj a 月一风)-~bol(。一∞ )+ o( 一R。) +b11(R_ 。)(回一∞o) 

+ 2(03～∞D) +6 D(R一月Ⅱ)。+621(R一月o)：(∞～∞Ⅱ 

+6j (月一RD)cOJ--O)D』：+ 3(0)--0)0)。． (3
．32) 

武 中系数6．，的值列在表l之中，它是由文献[1]的展开式系数计算而得到的．在线性情况下， 

(3．32)可以简化为{ · ‘ 

口= D+61D月+6 !∞ (3
．

3 3， 

此处 嘞Ⅱ= 一6 。RD—bo ∞ 

有 a(Y， )= 。+61。Y+bo【 (3
．34) 

把(3．34)代八方程 (3．31)得 

d

d

V 

_、

． 1 

3

2 b
。 +1) V十i2( Y +6 。)=。 (3．35) 

它的通解是 

． 

一  

蒜 +嚣 + ] 。e， 
由此式我们可以求得扰动波的相函数的通解 

@一 峰者+未 ⋯ 

csX+R )] (3-37) 
武中 和 为两个任意常数，它们将在 下节的初值问题中确定． 

四、初 值 问 题 

4．1 初值问题 

设在7’=o时刻，扰动波在某给定位置 处，相函数是0o，即 

0=0o， -二s， (当 r，=0) c4．1) 

代入c 3．3 3，得待定常数 为 

希 当； 幅， 
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寰 1 系最6『J的位 
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28O 王 发 民 赵 烈 于 欣 

+ t[一32 R( S+R一)]一 。。 } 
． 

@ 一{ 一盎  讹， 犏， 
将 代入(3∞)， 对方程，( ， ，‰)：D求包络则得 所满足的关系式 

、 

S+R =扛X+R )(1～。?’) "。= 3 

现在，我们已得到仅仅依赖初始扰动e。(S)的相函数 

⋯ 薛 坩 
bl o— r。X + 1= 

． +i jj 一。一 ’卸汁 

(4．2) 

(4 3) 

(4．4) 

(4．5) 

4
．2 特殊的初值闻慧 

作为一个特殊的初值问题，让我们考虑具有以下形式的初始扰动波 

exp{吉 ( —X。) +iKX]} ( 一6) 
式中 K是实数， 是一描述扰动波扩散的参数， o表示初始扰动的波动中心，而 一 ) 

则描述波的扩散， 表示波的传播速度． 

参考(3．3)式得 

自D=-i~'o[(e + 日)(1一eT)．o—X。]。+K(eX+ 口)(1一eT)m (4．7) 

我们选取 。满足关系式 

sX。+ =专 (4-8) 
式中 R。是平面Poiseuille流在 口平面内某点的雷诺数． 是我们所研究的通过该系统的 

流动的雷诺数． 

将(4．7)~／x(4 5)我们得满足此特殊初始扰动的相函数 

e(s)= 一{ [(eX+R )(1—8 )m—Xo] +K(eX+RB)(1一eT)m 

+ 嚣 r ] 

一  c ——。， 一1——c —— ， ：”。 

‘ 

t ．。， 
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五、讨 论 

(4．9)式的虚部为 

ef(S)=一d；[(s +曰口)(t-eT)．。一 。] 

．

‘ + (1一s ～～ 一e ， 

i
3 6

l。fR(eX+R目) 
]知 ·” 

它可 以写成一般形式 

0 (S)=一8 cT)[(eX+曰口)-XI(T)j。+ (T) (5．2) 

式中 ；(T)，XI(T)和 z( )分剐是 

(T)=o (1一eT)2‰ (5．3) 

(T)=Xo(I-- 卜呦+者赢 ⋯叫 ) i_n叫了1厂 

+爵 半(～ (1-sT)-z．o-l_j]) (5．4) 
X (了1)皇一 ； 一￡ (了1) ；(了1) (5．5) 

在 0情况下，即在扰动波的中心位置，表示式(5．3)至(5．5)有下面的逼近形式t 

s3(T) 口；(1—2n 0eT) (5．6) 

XI(T)~--X 州一 [ +61 。警( + } (5．7) 

。 [ X。+6]⋯X Afi-(~X+R一)] (5．8) 
根据线性稳定性理论，a。(表示波数)是实数， (表示波速)是负数．匾【j口。。的虚都为 

口o。f= -bl 0I曰。一6ol口oco· (5．9) 

代入(5．8)得 

2
(T)~---2TX。口。c (5．1 0) 

参照(5．2)至(5．10)式，扰动波的柑函数可以写成 

e=e，一fs ( )【(s +月B)一 l( )]。+ ( )． (5．11) 

现在，我们所求的扰动波巳经完全确定，它可以表示成下面的逼近形式 

；  ( ，了1)·exp{告[ 。，+￡ (了1)( —X (了1))。+ 。 。 ]) 。( ， ) (5．1 2) 

式中0r表示扰动波的形状，号 。 ％表示波的增长速度． 
根据线性稳定性理论，当该系统的通道流的雷诺数大于曰=3Ro／2Xo时， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


王 发 民 赵 烈 于 欣 

TXd口。c。}>O 

扰动波指数状增加，流动是不稳定的，相反当R<3R。／2X 时， 

o t<o ( I<oj 

该流动是稳定的． ／ 

最后应该指出的是，在讨论稳定性方程的解的适定性的过程中， 

描述上下平板的距离有以下形式变化的振荡运动 

h(x，r)m=1+ (1一e ) 

(5．1 3) 

(5．I4) 

我们发现该方程可片j于 

(5．15) 

式中 A和 为任意常数．说明上面的数学分析适用于非平行流稳定性分析，我 们相信这祥 

的工作将在以后的研究中出现． 

最后，笔者十分惑谢帝国理工学院院长Stuart教授和巳故的Diprima教授 (美国) 

@．ifJ在用aharpi8t’s方法，讨论解的适定性的数学研究中，曾给出了很好的建议． 

[1】 
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Stability Study of an Unsteady Oscillation Flow 

F．M ．W ang Zhao Lie Yu Xin 

(Institufe of Mechanics．Academia Sinica．Beijin,g 100080．P．R．China) 

Abstract 

In this paper． an instability problem of an unsteady oscillation flow is 

studied．In particular．the phase function of the disturbance wave system is solved 

by utlag the characteristic tkepry of pa~tlal differentlal equation and ＆n expan’ 

sion of Orr~ommerfeld elgenvalue problem．insteadc of using the disturbance 

model which was given previously The flow consider~d i s a combination of plane 

Poieeuille flow with a flow oscillatlng periodiea1]y and its instability ls found 

fof a special initia1 value of developing w ve dⅡe to eontinuou s oscilla Ling 

soUrce 

Key words Charp sit s method．phase function．Platfinn equation 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

